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Wokol twierdzenia Pitagorasa

Stynne twierdzenie o zwiazku miedzy bokami trojkata prostokatnego
przyjeto nazwe¢ od nazwiska Pythagorasa 7z Samos, greckiego matematyka,
astronoma 1 filozofa, zyjacego w latach 580 — 496 p.n.e.

Pitagoras, ktory byl tworca kierunku filozoficznego zwanego
pitagoreizmem, nie pozostawit zadnych prac i1 o jego dziatalnosci wiadomo
niewiele. Trudno jest wyodrebni¢ odkrycia samego Pitaforasa sposrod tych,
ktorych dokonali jego uczniowie 1 nastgpcy, nazywajacy siebie pitagorejczykami.

Tradycja przypisuje Pitagorasowi zapoczatkowanie zaréwno idei
filozoficznych, jak i naukowych, podjetych nastgpnie przez pitagorejczykow.

Zatozony przez Pitagorasa ok. 530 r. P.n.e. w Krotonie, kolonii greckie;j
w potudniowej Italii, religijno — polityczny zwiazek mial w swym dorobku
znaczne osiagnigcia naukowe. Zwiazek ten zyskal pozniej nazwe szkoty
pitagorejskiej i przetrwat do polowy IV w. p.n.e.

Wiadomo, ze Pitagoras wiele podrozowat. W Fenicji 1 Babilonie miat
okazje pozna¢ dokonania tamtejszych matematykéw 1 przenies¢ mysl
matematyczng Egipcjan 1 Babilohczykow do Grecji.

Jak Swiadcza zachowane tabliczki z pismem klinowym, twierdzenie
zwane twierdzeniem Pitagorasa znane bylo Babilonczykom na dlugo przed
Pitagorasem. Nie byl on wi¢gc odkrywca tego twierdzenia, ale
prawdopodobnie je udowodnil.

Babilonczycy znali réwniez ztoty podziat odcinka. Pentagram — znak
pitagorejczykdw — wystepuje na tabliczkach babilonskich. Wiadomosci o $rednie;j
arytmetycznej, geometrycznej i harmonicznej, zastosowane przez Pitagorasa w
muzyce, zostaly przez niego przejete od matematykdéw babilonskich.

Pitagorejczycy stworzyli jednak szczegdlne metody badania naukowego.
Matematyke taczyli §cisle z filozofia, ich wiedza byla usystematyzowana, a nowe
pojecia wprowadzali na zasadzie logicznego rozumowania, tworzac elementy
podstaw matematyki.

Szczegblne  znaczenie przypisywali liczbom. Ich mottem byto:
,Wszystko jest liczba”. Od pitagorejczykow pochodzi podzial na liczby parzyste i
nieparzyste. Liczby przedstawiali w formie figur geometrycznych, uktadajac je z
kamykoéw na piasku, co pozwolito im znalez¢ sumy prostych szeregow
arytmetycznych (liczby trojkatne 1 kwadratowe jako sumy szeregow 1 + 2 +... + n;
1+3+5+..+4@n+1).

Pitagorejczycy odkryli wiele wtasnosci liczb 1 mozna ich uzna¢ za
tworcoOw poczatkow teorii liczb. Wiedzieli o istnieniu liczb niewymiernych, ale
zobowiazani byli do zachowania tego w tajemnicy. Istnienie liczb niewymiernych
bylo niezgodne z ich filozofia, niezgodne z harmonia $wiata, w ktoérym liczby
naturalne odgrywaty wg nich szczegdlna rolg.



Twierdzenie Pitagorasa.

W trojkacie prostokatnym suma kwadratow dhlugosci przyprostokatnych jest
rowna kwadratowi dtugos$ci przeciwprostokatne;.

Zatozenie: A ABC:2C= 90°
Teza: 2 +b> = 2

C

c-x D x B

Dowod (z podobienstwa trojkatow):

kk kk
AABC ~ ABCD ~ AACD

c—x a . x b
zatem: =— i ===
a c b ¢
wiee: ¢ —ex=d* i cx=b
stad: c=d+ b c.k.d.

Dowdd geometryczny twierdzenia Pitagorasa.




Trojki pitagorejskie

Definicja.
Trojki pitagorejskie to trojki liczb naturalnych, spelniajacych twierdzenie
Pitagorasa.
Twierdzenie.
Dla kazdej pary liczb naturalnych n i m , takich, ze NWD (n, m) =1, n>m,
1jedna z nich jest parzysta, a druga nieparzysta, trojke pitagorejska stanowia:

2 2 2 2
n —-m’,2nm,n" +m-.

Np.: n =3, m =2 spelniaja zalozenia, wobec czego:
n’-m’=3"-2°=52nm =232=12,n" +m’=3"+2°=13

Np.: n =4, m =1 speiniaja zalozenia, wobec czego:
n’-m’=4"-1"=15,2nm =241=8, 0’ +m =4+ 1’=17

Np.: n =15, m =4 spelniaja zalozenia, wobec czego:
n’-m’=5-4"=9,2nm=2-54=40,n"+m’ = 5"+ 4* =41

Definicja. Trojkat egipski to trojkat, ktoérego boki pozostaja w stosunku 3 : 4 : 5.

Twierdzenie. Trojkat egipski jest trojkatem prostokatnym.

Dowdd: (3x)* + (4x)*= (5x)
x — jednostka miary bokow; 9x* + 16 x> = 25 x*
25x* = 25%°
tozsamos¢ c.k.d.




Trojki pitagorejskie

bedace trojkatami egipskimi

nie bedace trojkatami egipskimi c.d.

a b C a b C
3 4 5 7 24 25
6 8 10 14 48 50
9 12 15 21 72 75
12 16 20 28 96 100
15 20 25 1.t.d.

18 24 30 8 15 17
21 28 35 16 30 34
24 32 40 24 45 51
27 36 45 32 60 68
30 40 50 40 75 85
33 44 55 48 90 102
36 48 60 1.t.d.

39 52 65 9 40 41
42 56 70 18 80 82
45 60 75 27 120 123
48 64 80 1.t.d.

51 68 85 12 35 37
54 72 90 24 70 74
57 76 95 36 105 111
60 80 100 1.t.d.
1.t.d. 11 60 61
nie bedace trojkatami egipskimi 13 R4 85
a b C 16 63 65
5 12 13 20 21 29
10 24 26 28 45 53
15 36 39 33 56 65
20 48 52 36 77 85
25 60 65 39 80 81
30 72 78 40 42 58
35 84 91 48 55 73
40 96 104 60 63 87
45 108 117 65 72 97
1.t.d. 1.t.d.




Wyprowadzenie wzoru na przekatng kwadratu.

D C
45

Ly (15

A a ‘ B

A ABC: 2( C=90"= a’+a® = d*(napodstawie tw. Pitagorasa)
zatem d=a 2 , gdzie a — bok kwadratu; d — przekatna kwadratu.

Twierdzenia o trojkacie o katach 45°, 45° 90°.

1. W trojkacie prostokatnym roéwnoramiennym, w ktorym przyprostokatna ma
dhugos¢ a, przeciwprostokatna ma dtugo$é a~/2 .
2. W trojkacie prostokatnym réwnoramiennym, w ktorym przeciwprostokatna

ma dhugos$¢ d, przyprostokatna ma dtugosé % V2.

B

d
2

d

NG

2 d d
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45° 45
C d A

Dowdd obu twierdzen wynika bezposrednio z twierdzenia Pitagorasa.



Wyprowadzenie wzoru na wysokosé i pole tréjkgta rownobocznego.

60" ¢
A D B
AACD: Z2D=90"= da*+ (%)2 = h? ( na podstawie tw. Pitagorasa)

zatem: h= 2 /3 , gdzie a — bok trojkata rownobocznego;
> g

h — wysokos¢ trojkata rownobocznego.

Poniewaz: Py = %ah,

a3 _a’\3

1 a.
2 2 4

WI1GC: P réwnobocznego — Eah =Py =

Twierdzenia o tréjkgcie o katach 30°, 60°, 90",

1. W tréjkacie o katach 30°, 60°, 90°,
w ktorym naprzeciwko kata prostego lezy bok o dtugosci a,

naprzeciwko kata 30° lezy bok o dtugosci %,

a\@ a\/g a

a naprzeciwko kata 60° lezy bok o dtugosci 5 5

9
5

2. W trojkacie o katach 30°, 60°, 90°, w ktorym naprzeciwko kata 30° lezy
bok o dtugosci m, naprzeciwko kata prostego lezy bok o dlugosci 2m,
a naprzeciwko kata 60° lezy bok o dtugosci m+/3 .

60 2m\3

B 30
. ZZ




3. W trojkacie o katach 30°, 60°, 90°, w ktorym naprzeciwko kata 60°lezy bok

o dtugosci k, naprzeciwko kata 30° lezy bok o dtugosci @ , a naprzeciwko

k3
5

kata prostego lezy bok o dlugosci 2

Dowod wszystkich trzech twierdzeh wynika bezposrednio z twierdzenia
Pitagorasa.

Twierdzenie o rombie o kaqcie ostrym 60°.

W rombie o kacie ostrym 60° i boku a, krotsza przekatna ma dtugos¢ a, natomiast
dhuzsza jest rowna a+/3.

Dowod: Latwo zauwazy¢, ze krotsza przekatna dzieli romb o kacie ostrym 60° na
dwa trojkaty réwnoboczne o boku a, a dtuzsza jest réwna dwoém wysokosciom
trojkata rownobocznego.



Twierdzenie Cosinusow.
(uogolnione tw. Pitagorasa)

Kwadrat dlugosci boku trdjkata jest rowny sumie kwadratow dtugosci pozostatych
bokéw pomniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci tych bokéw 1 cosinusa kata
miedzy nimi.

C
b a
h
@ R B
A c-x D X B

h2=b2—(c—x)2= a’ —x*

2_ 2, 2 2 2
b°=a +c¢” —2cx+X —x"; x=acos P

b*=a’+c® —2cacos B

A b ¢

h2=cz—(b+x)2=az—x2

2 b+ 2bx—x*=a’—x*
=2’ + b> +2bx

c>=a’+ b> +2abx/a

c* = a>+ b’ + 2ab cos (1800—7)
22

c*=a’+b’—2abcos Yy
Jesliy=90" to > =a*+ b’



Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.

Jesli suma kwadratow dtugosci dwoch bokow jest rowna kwadratowi dlugosci
trzeciego boku, to tréjkat jest prostokatny.

C

Zalozenie: ¢’ =a’+b’

Teza: v =90

Dowdéd:  Z tw. cosinuséw: ¢* = a’ + b” — 2ab cos Y,

zatem: c =a’+b’ & 2abcosy=0ecosB=0B=90" ckd.



Materiaty zrodtowe:
1. Praca zbiorowa, Encyklopedia szkolna MATEMATYKA, WSiP, 1992 praca
zbiorowa,
2. Dr Damian Briickner, Wyklad 2z Elementéw geometrii, Studia
Podyplomowe MATEMATYKA W SZKOLE, Warszawa, 2003
3. Witold Wigstaw, Liczby 1 geometria, WSiP, praca zbiorowa, 1996



